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最大確率推定量の2次 の有効性
0.序
この論文 では,実 確率変数 の列 瓦,為,…,&,… …が互 いに独立 に未 知の母数 θを含
む同一 の分布に従い,そ の 密度 関数が!(矧 の で与 え られ る場合 の推定 問題 について考 え
る。
正則条件 の成 り立つ場合 には,最 尤推定 量(m。1.e.)が漸近的 に有効 推定 量に なることが
Cram6r〔1〕等に よって示 されて いる。
しか し,実 際 には正則条件の成 り立 たない場合(例 えば,指 数分布)も しば しば ある。 そ
のよ うな ときにはm.1.e.は必ず しも有 効推定量 にはな りえない。
そ こで,WeissとWolfowitz〔2〕は,有 効性 とい うものか ら検討 しなお し,損 失関数 に
依 る最大確率推定 量maximumprobabilityestimator(m.p。e.)を提示 した。そ うして,彼
らは,正 則,非 正則 を問わずm.p.e.はあ る推定量 のク ラスの中で漸近 的に リスクを最小 に
す る(W一 有効)こ とと,正 則 な場合m.Le.を特殊 な場合 として含む ことを示 した(2節
を見 よ)。と ころがW一 有効 な推定 量がい ろいろ存在す る(例3.2を 見 よ)こ とがある。
一方,正 則条 件の成 り立つ場合 には,有 効推定 量(BANestimatorとよぶ)の クラスに対
してRao〔3〕 は2次 の有効性 の定 義を与えて いる。
そ こで我 々は,非 正則 な場合 の2次 の有 効性の1つ の定義与 えてW一 有効で ある推定量 の
優 劣の比 較がで きることを議論 しよ う(3節)。
1.漸 近分布 を求ある方法
非正則の場合,m.p.e.はmin孟やmaxXtの 関数 として表わ され る(こ の ことは3節 で
　くゴくれ ユ　ゴく　
見 る)こ とが多 い。 そ こで,min邸 の分布 の計算 について調べてみ よ う。
次の よ うな密度 関数 ∫(κ)を考え る。
ノ(x)=Ox<0
(1.1)f(0)=c〈O
f(x)≧Ox>0
!+,(0)が存在す る。
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蕩 が(1.1)を満 たす密度 関数/(κ)を 持 つな らば,直 接計算 によ り%min瓦 は漸近 的
1≦ゴ≦鋸
に指数分布 に従 うことがわか る。
ここで,関 数 の正則変 動性 が基本 的に分布 を決定 す ることに着 目すれ ば,議 論 は簡明にな
る。従 って,上 述 の ことをDeHaan〔4〕 にそ って示そ う。
補題 ノ(κ)は(1.1)を満 た してい る密 度関数 とす る。 この とき
Fω一∫;フ(・)の ◇ ・
は指数 一1の正則変動関数である。
証明1軸∫1禦 ㌦ 禦)髄 の
で あるか ら,
∫ニノ(y)めヒ ∫(0)結 〃(・)・籾(・)・
とな る。 よ って
Fω一∫ポ}(朗(・叫 一+ゆ ガ・
となり
lim丞 。、)一lim∫(・)(・・)己+音〃(・)(・)峨+・(・)(・・)或一が
蝉F(s)岬 ∫(・)翻+卸(・)'・ ・(・)解
を得 る。すなわ ち,F(κ)は指 数 一1の 正則変 動関数であ る。
ここで,γ 、,鶏,…,臨,… … も(1.1)を満 たす密度関数9(κ)を持つ確率変数 とす る
と,
(1.2)1imP{ηminXz〈κ}=limP{ηminy乞〈κ}=1一θ曽c躍 κ>0
η →QOπ →oo
とな る。 と ころが次 の定理 が成 り立つ。
定理 も し4,(0)>g.'(0)ならば,皿in&の 方がmin若 よ りも次の意味で収速 が早
い。
任意 の メ>0に 対 して,η が十分大 きければ,
(1.3)P{minXKκ/η}>P{minyl<κ/%}
すなわ ち
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(1.4)P{πminX乞 ∈(0,κ)}〉・P{%minyz∈(0,κ)}
が 成 り 立 つ 。
このことは,補題 と同様の計算によって簡単に示される。ところで,式(1.4)
階でW一有効性の比較が可能であることを示 していることに注意しよう。
は有限段
2.WeissとWolfowitzの 結 果
WeissとWolfowitz〔2〕の結果 につ いて簡単 に述 べ る。n∈Nと し,(P6,n)θ∈θを標
本 空間 矢π上の確率分布族 とす る。 こ こに θ(母 数空間)と 可能 な決定 の空間 θ とはRm
の連結閉部分集合 とす る。fn(・1θ)で,σ一有 限な測度 仰 に関す る ・Pe,nの密度 を,Ln(a,θ)
で θ∈θ,σ∈θ におけ る非負な損失 関数 を表 わす ことにす る。 さらに,与 え られた零 列 馬
@)>0に 対 して
S(n)==sup{Ln(a,θ):IIθ一all≦;h2(n)}
θ,α
と定義す る,こ こでX,y∈Rmに 対 して
　
llx-yll=maxlxi一.yilま た はHx-yf].,,{Σ(Xi一 扮2}%
乞=■1≦i≦m
であり,S(n)は任意のn「に対 して有限とする。
衣のような積分を考える。
・(di・∫(・(n)一L・(…))fn(6・1・)d・6・E9{n
{Hd一θll≦;ち(n)}
この とき,Yn(ξ。)がm.p.e.であ るとは,任 意の ξn∈芙 ・に対 して,
1(Yn)/supノ(d)≧1-enen>0
(ここに,6。 は零列で ある)を 満 たす推定 量であ ることを意味す る。
θo∈θ を任意 に固定 し,
Hn=={θ∈θ:1【θ一θell≦h,(n)}
とお く。 ここにh,(n)>0は 零列 で,
limh2(の/h,(〃)=O
n→oo
を満 たす ものであ る。θの 関数F,,(θ)がHnで 一様 にF(θ)に収来 す るとは,
Iirn〔suplFn(θ)一F(θ)1〕=O
n→coHn
を意味するものとする。
このとき,次の三つの定理が示され る。
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定理2.1}㌔は次の条件を満たす推定量とする。
紘 で一様に
(2.1)
(2.2)
(2.3)
とな る。 ここに
(2.4)
1imE(乙。(y弛,θ)iθ)=β(θo)
π→oo
lims@)Pη(目yπ一 θil〉乃2(η)!θ)=0
η →oo
嚇 ～聯 陥1の・侮(&)一・
Bη(θ)=={ξη∈ヅ η:1「琉(ξη)一θII>;ら(η)}
であ る。 もし7'πが次の2つ の条件H。 で一 様に
(2.5)lim〔E{Lπ(7'η,θ)1θ}一E{Lπ(Tη,θo)1θo}〕=0
η→09
(2.6)1ims@)Pη(ll7「π一 θli>ゐ2@)1θ)=0
η 翻→oo
を満たす推定量ならば
(2.7)β(θ0)≦limE(ムπ(Tπ,θ0)1θ0)霧
が成 り立 つ。
さ らに,損 失 関数に制限をつ ける と,次 の2つ の定 理が成 り立つ。
定理2.2す べての π≧πoについて,L。(α,θ)が11α一θIIの単 純増加関数 な らば,定 理
2.1は条件(2.6)がな くて も成 り立つ。
定理2.3す べての π≧〃。について,Ilα一θ[1≧乃2(π)ならば,L。(σ,θ)罷5(η)のとき定
理2.1は 条 件(2.6)がな くて も成 り立 つ。
本稿で考 え る損失関数 は 現(α,θ)=X{llα一θll〉η'ゐ、@)}に限定す る。 すなわ ち定理2.3
が成 り立つ場合 であ る。
3.最 大 確 率 推 定 量 の2次 の 有 効 性
定理2.1よ りm.p.e.ならば漸近的 に良 い推定 量にな ることがわか る。 しか し,W一 有 効
であ るよ うな推定量 は必ず しも1つ ではない。 この とき,ど のよ うな規 準に よってm.p.e.に
優劣 をつけ るべ きか,と い う問題が生 じる。以下,こ の ことを例を あげて考 えてい こう。
次の ような密度 関数 を考 え る。
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ノ(κ1θ)=ノ(κ一θ)
∫α)>0σ ≦κ≦う
=0κ 〈σ,κ〉ゐ
A'(の と.ん'(のが存在 す る
ここで/(劣1θ)は 〔2〕の5(4)(p.47)と同様の仮定 を満 た してい るとす る。 この とき
島 ・{晶1・9ノ(Xlθ。)}一C(・・)
とお くと,
・一1鵬α1・)ぬ
であ るか ら,両 辺 を微分 して
C(θo)=ノ(α)一∫(∂)
が得 られ る。 このとき,R=(一7,7)(7>0)に 関す るm.p.e.をム とす ると 〔2〕と同
様 にして,
(1)∫(α)〉ノ(δ)ならばZ弛=1監 一η%
(2)ノ(α)〈ノ(∂)ならば 乙=臨+η 勉
(3)/(α)盟/(のな らば 孟 は 〔〃z*,〃〆*〕の任意 の点で あ る。 ただ し,孟 は可測 で
彿*=min{艦_〃 η,γ。+η'η},勉**=max{肌一η4〃,1孤+〃%}とす る。 ここに,W。=
1nin悉一σ,臨 躍maxXl一ゐ であ る。
図1
(1)ノ(α)〉∫(∂)(2}ア(の く ア(の(3)!(の=ノ(の
(ノ'+(α)十!'_(δ)>0)
この とき問題 とな るの は(3)であ る。 ここでreasonableなm.P.e.は,孟(1)=肌一吻 と
Z弛(2)=偽+吻 の2つ で あ る。一般 性を失なわず に,θo=0と で きる。そ こで,
βπ(¢)冨P{%Z弛(ε)旺(一7,7)}∫=1,2
とお く。 これは ム、(α,θ)=X{ilo一θll>吻}なる損失関数 によ る リス クであ る。補題 と同様
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の 計 算 に よ り,
βη(1》=1-P{ηZπ(1)∈(一7,7)}
一{、一・げ④+(響 ω+㈲1}・
一{・一2努α)}%{・綴 傷 鶴}π 一 ・xp{一・げ(・)}
となる,同 様 にして
魚・・一{・一2努6)}鴨{・+羅1鋭鍋}π 一 ・xp{一・旅 ・)}
を得 る。従 って,次 の ような量 が考 え られ る。
(劉縫 華灘:一 絢
一一
。騨 鍬!aトp{272(∫ノ(δ)+〃(・))}
<1.ん ノ(∂)十∫+'(α)〈0の と き
>1プ_'(う)+∫+ノ(α)>0の と き.
こ の こ と は%が 十 分 大 き い と き
lim(βπ(2)/β。(■))〈1な ら ば βη(1)〉βπ(2)
η→oo
lim(βπ(2)/βπ(1))>1な ら ば βη(1)<βπ(2)
η →oo
を示 してい る。
よ って次の定義が考え られ る。
定 義2つ のm・P・e4)列{z九(1)},{Z・(2)}とそ れ ら の リ ス ク の 列{β ・(1}(θ)}・{β(2)(θ)}
と が あ る と き,次 の よ う な2次 の 相 対 有 効 率
・E(L・・θ)一睡 ・瓦(為・・θ)一撫 麟1;)π
炉存在 し,任 意の θ∈θ'に対 して
SE(1,2;θ)≧1
が成立 し,少 くとも1つ の θ'∈θ が存在 して
SE(1,2;θノ)>1
な らば,{Z。①}は{ろ(2)}よ り2次 の意味で有効 であ る。
よって,上 の例で は
ノノ(の+∫+'(の>0な らば{Z弛9》}が2次 の有効
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ノソ(の+∫+ノ(α)〈0ならば{孟(2)}が2次 の有 効
とな る。
以下 〔2〕の提示 した例 について考 察 してい く。
例3.1〔2〕の5(2)(p41)の例 について,2次 の有如性を考 えるために次 の条 件を加え
る。
ノ(θ1θ)=乃(θ)>0
/+'(θ1θ)が存在 す る
図2
θ.κ
この とき,m,P.e.は乙=minXr〃 アであ る。 この場合,reasonableなm.P.e.であ に
対抗 で きるような もの は考 え られない。 しか し,密 度関数 によって リスクの収速 がど うなる
かみてみ よう,密 度関数が ∫(κiθ)の場合の 乙 の リス クを
βη(の(θ)=Pθ{π(2易z一θ)旺(一7」7)}
とお くと,
鯛 一{・一脚 ゆ 響 購r
一{・一27髪(θ)}η{・一群 舞}鰐}π 一一 ・xp{一・沈(・)}
を 得 る 。 一 方
乖(κ1θ)躊乃(θ)θ一ん(θ》(躍一θ)κ ≧ θ
一 〇 ガ<θ
な る 密 度 関 数 に 対 し て は
酬,)一酬,)_{蜘)}+励(θ)一(が 髪(制1))吉}・
{・一27努θ)}"{・+藷鵠 轟 島}η
2話2
従 って
・期 ・・)一無 麟1;)㌔ ・xp{一・〆(乃2(θ)十プ㍉ノ(θ1θ))1
〈1乃2(θ)十 ∫+ノ(θ1θ)>0のとき
>1乃2(θ)十!+ノ(θ1θ)<0のとき
すなわ ち,κ が十分大 きいと き
SE(θ,∫;θ)〈1ならば βπ(ノ)(θ)/exp{一2γ"(θ)}
εE(θ,∫;θ)>1な らば βη(ノ}(θ)＼exp{一2漉(θ)}
であ ることが わか る。
例3。2〔2〕 の5(4)(p.47)の 例 に つ い て 考 え て み る 。 こ の 場 合2次 の 有 効 性 に つ い
て 考 え ら れ る の は,C(θo)=プ(θ。1θo)一!(A(θ。)1θo)・4'(θo)=0の場 合 で あ る 。 こ の と き,
m。p.e.を篇 と す る と
Z九 は 〔〃z*,〃3**〕の 任 意 の 点 で よ い 。 た だ し,ム は 可 測,〃z*=min{肌 一 〃 〃,
A-1(γ。)+吻},〃Z**=max{艦 一 吻,A"■(γ 。)+吻},レ 「。濫min瓦,y。=maxX、
で あ る 。
こ の と きreasonableと考 え ら れ る2つ のm.P.e.Z囲(■}=π。一 〃 π とZ箆(2}=・4-1(監)+
吻 に つ い て2次 の 相 対 有 効 率 を 計 算 し よ う 。 そ の た め に 次 の 仮 定 を 付 加 え よ う 。
∫(θolθo)詔;診(θo)>0,プて凶、(θo)1θo)齢9(θo)>0
〃(θolθ0),五'(A(θ0)1θ。)と 五"(θ0)が存 在 す る 。
こ の と き
βη{の(θo)=Pθo{η(Z冤(包)一θo)(…≡(一7,7)}ゴ==1,2
で あ り,
魚 ・ユ・(・)十2ゲ 努・1θ・)一2以'(θ夢 ・)+o(1)ザ
図3
∫(κ1θ)
θo .A(θ。)
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命・2・(・)十2ゲ(A(学)姻+
272〔ん,(五(θ。)曜2(θ ・)禁 ゑ(砺)1θ・)"(㊧〕+o(1)}η
となる。 よってC(θo)=0に 注意 して
SE(為2・㊧一羅(蝦1:1)π
=exp{272〔西!(θolθo)十ノ=.'(A(θo)1θo)ノ4'2(θo)十ノ'(A(θo)1θo)ノ1"(θo)〕}
を 得 る 。 こ れ に よ っ て,孟 α)と ム ⑭ の2次 の 有 効 性 が わ か る 。
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SECONDORDEREFFICIENCYOFMAXIMUM
PROBABILITYESTIMATORS
RINYATAKAHASHI
L.WeissandJ.Wolfowitzdevelopedatheoryofmaximumprobabilityestimators
(m.p.e.'s)。Theyshowedthatm.p.e.'shavethepropertyofminimizingthelimiting
valueoftherisk,so-calledW-e伍ciency.AnysequenceofestimatorswhichisW.
e茄cientisasequenceofm.P. 、e.'s.
Thentocompare
.twosequencesof.m.p.e.'s.wede丘nesecondorderef丘ciencyin.non-
regularcaseanddecidethepriorityofthem,whichisexplainedintheexamplesshown
inthepaper.
